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DRGANIA HARMONICZNE RAM PLASKICH.
PROPOZYCJA NOWEGO UJECIA DYDAKTYCZNEGO

1. Wprowadzenie

Wyktad statyki ram plaskich znajduje swoja naturalna kontynuacj¢ w wykladach
dotyczacych deformacji ram poddanych duzym silom osiowym a nastgpnic — drgan
harmonicznych. Zasada prac wirtualnych zezwala na jednolite ujgcie tych zagadnien, bez
wprowadzenia jakichkolwiek przyblizen spoza teorii pregtow, w zastosowaniu do ram
ptaskich o dowolnym ksztalcie, przy zatozeniu lub bez zatozenia podtuznej odksztatcalnosci
pretow. Opis deformacji uktadow prgtowych, w tym ram plaskich, sktada sig¢ z trzech grup
rownan [4, 6-91]:

i) réwnan rownowagi wiazacych sily wewngtrzne przyweztowe z obciazeniami
zewngtrznymi; w zadaniach drgan harmonicznych réwnania te sa rownaniami réwnowagi
dynamicznej a wszystkie wielkoSci maja sens amplitud,

i) zwiazkow konstytutywnych wiazacych sity wewngtrzne z przemieszczeniami lub katami
obrotu koncow pretow;

iii) zwiazkow zgodno$ci przemieszczen i katow obrotu koncoéw pretéw z niezaleznymi
uogolnionymi przemieszczeniami charakteryzujacymi deformacje zgodne z przyjetymi
wigzami, w tym z wigzami niescisliwosci.

W zadaniach statyki liniowej i statyki w ujeciu zlinearyzowanym deformacji ram z
udziatem duzych sit osiowych mozna ponadto wprowadzi¢ pojecie odksztatcen, por. [4, 6-9].

Rozbicie sformulowania zadan statyki i drgan harmonicznych uktadéw pretowych na
powyzsze trzy grupy roéwnan ma zasadnicze walory poznawcze. Zwrd¢my uwage, ze
réwnania (i), (iii) sa niezalezne od cech materialowych. Ponadto operuje si¢ pojeciami, ktore
pozostaja w widocznej analogii do poj¢¢ mechaniki cial odksztalcalnych: naprezen,
odksztatcen i1 przemieszczen, co wprowadza element waznej syntezy do dydaktyki grupy
przedmiotow dotyczacych mechaniki konstrukcji budowlanych. Tym samym otwiera sig
droge dalszym wyktadom dotyczacym zagadnien plastycznosci i optymalnego projektowania
uktadéw pretowych.

Celem tego referatu jest przedstawienie takiego ujgcia drgan harmonicznych ram ptaskich,
ktore jest wlasnie naturalng kontynuacja wyktadow dotyczacych statyki. Ujgcie takie mozna
znalez¢ w monografii Nowackiego [10]. Zauwazmy jednak, ze nie podano tam ogolnej
metody tworzenia rownan rownowagi dynamicznej ram nieortogonalnych z prgtow
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niescisliwych lub takich, w ktorych tylko niektére prety sa niesci§liwe. Uzywane przez
Nowackiego pojecie niescisliwosci oznacza pominigcie odksztatcen podtuznych. W ujeciu
przedstawionym ponizej nie wyrdznia si¢ ram ortogonalnych, gdyz punktem wyjscia jest
réwnanie prac wirtualnych obowiazujace w kazdym wypadku.

Nowsze podreczniki dynamiki budowli poprawnie ucza jak rozwiazywac zadania drgan
harmonicznych dowolnych ukladéw pretowych. Proponuja jednak ujecie przemiesz-
czeniowe, ktorego bezposrednim celem jest konstrukcja macierzy sztywnosci, por. p.5.4.3. w
artykule Langera [5]. W praktyce dydaktycznej nauczania mechaniki konstrukcji na
poziomie inzynierskim nie jest jednak mozliwe nauczanie takim trybem, gdyz tworzenie
macierzy transformacji A, dla kazdego preta K a nastgpnie agregacja sa niewykonalne bez

korzystania ze specjalnego oprogramowania. Z tego wzgledu w najnowszych podrgcznikach
pragmatycznie zredagowanych , por. Chmielewski i Zembaty [1], Chopra[2], zagadnienie
drgan uktadéw o ciagtym rozkladzie masy omowiono w Scisty sposob tylko w zakresie drgan
jednego preta. Sugeruje sig, ze zagadnienie drgan harmonicznych ram plaskich powinno by¢
rozwazane w sposob przyblizony metoda elementdw skonczonych, por. Gomulinski i
Witkowski [3]. Niniejszy referat jest napisany w innym duchu. Celem jest przekonanie
Czytelnika, ze do analizy drgan harmonicznych ram ztozonych nawet z kilkunastu prgtow
metoda MES nie jest potrzebna. Przedstawione ponizej ujgcie zagadnienia moze by¢ bardzo
tatwo wdrozone do dydaktyki. Studenci samodzielnie programujg zadania dotyczace ram z
pretow SciSliwych 1 niescisliwych uktadajac réwnania (iii). Postaé réwnan (i, ii) jest
jednakowa w kazdym zadaniu i nie wymaga specjalnego wysitku. Studenci sami programuja
réwnania (i-iii) w odniesieniu do ram nieortogonalnych. Moga tez tatwo bada¢ wplyw
wigzow niesci§liwosci wybranych pretow na wartosci czgstosci drgan wihasnych. Jeszcze
fatwiejsza jest analiza drgan rusztdow o wezltach sztywnych, gdyz nie wystgpuje problem
planéw przemieszczen generowany przez wigzy niescisliwosci. Omowiona tutaj metoda
zezwala takze na badanie drgan harmonicznych ram przestrzennych, por.[7].

W  przedstawionym nizej ujgciu  wprowadzamy dwie numeracje: niezaleznych
uogolnionych przemieszczen (j=1,...,5) oraz pretow (K=1,...,.e; L=e+1,...n lub K=1 ,..., n);
tak dobrane indeksy od razu pozwalaja na czytanie formut. Kazdy pret jest ukierunkowany
przez uktad lokalny (X, z). Nie wprowadzamy natomiast numeracji we¢zlow; jest to nie tylko
zbedne, lecz bylby to btad metodyczny. Wyprowadzenie podane ponizej jest najkrotsze z
mozliwych; w celu osiagnigcia celéw dydaktycznych, formuly te mozna wyprowadzaé tez
innymi sposobami, dostosowanymi do poziomu merytorycznego stuchaczy.

2. Drgania ram z pretéw niewydluzalnych

Rozpatrujemy rame ptaska poddang wymuszeniu harmonicznemu o czgstosci & w postaci
obciazen poprzecznych do prgtow o amplitudzie qK(f), gdzie K jest numerem preta,

E=x/l, g jest dlugoscia K-tego preta, X jest wspotrzedna lokalna wzdtuz osi obojgtne;j.
Wprowadzamy wspotezynniki A =l (16 /EJ )", gdzie u jest masa jednostki
dlugosci K-tego preta, EJ, jego sztywnos$cia na zginanie. Wzdhuz pretow dzialaja sity
bezwladnosci o amplitudach U, = 8%u, | U, , gdzie u, jest amplituda przemieszczenia w

kierunku osi X. Amplituda zmiany krzywizny jest okreslona za pomoca amplitudy ugigcia
Wy (§ ) wzorem:



kg =xw], edzie  w[f]=—d*f/dx® lub «[f]=—F/1*, ()=d()/d&. Amplitudy
momentow wynosza: M, = EJKK'[WK ]
Roéwnanie ruchu ramy, zapisane w amplitudach, przyjmuje posta¢ rownania wariacyjnego

I I I
> MW Jdx = ¥ [0° W W dx + XU, Oy + 3 [q, Wedx  dla wszystkich T, W, (1)
K 0 K o K Ko
kinematycznie dopuszczalnych,

gdzie suma rozciaga si¢ po K=1,...,e, € jest liczba prgtow. Niech U, ,W, bgda wywolywane
wirtualnymi obcigzeniami skupionymi w weztach. Wowczas

Wy (é:):*WK *p(ﬂ'K 5§)+WK* p*(iK ,f)"‘ IK*(ZK*CO(&K ,f)‘*‘ IK(;K*CO*()LK9§) 2

Gwiazdki po lewej stronie wskazuja na lewy koniec preta a gwiazdki po prawej stronie — na
prawy koniec. Wystepujace powyzej funkcje p(/?,K ,.),...,a)*(/iK ,.) spelniaja znane rownanie:

f —(/1K )4f =0 i odpowiednie warunki brzegowe. Jawna posta¢ tych funkcji jest dobrze

znana; nie bedzie tutaj przytaczana. Podstawienie (2) do (1) daje réwnanie ruchu dotyczace
amplitud, w postaci algebraicznej, nazywane niekiedy rownaniem rownowagi dynamicznej

Z(*MK*(EK + MK*EK*_{'*TK *WK +TK*WK* _UKUK): L, 3
K

gdzie EZ jest praca wirtualng obciazen przgstowych i skupionych w weztach. Doktadna

definicj¢ podano w raporcie [7]. Wielkosci *MK,...,TK* sa okreslone za pomoca
symetrycznej formy dwuliniowej:

[f,g]K:I[?E—(ﬂK)“fgjdé )
nastgpujaco
X EJ ¥ . EJ X
M :ﬁ[wm w(/IK")]K , Tk = (I ;3 [WK’ P(/lKr)]K &)

natomiast definicje wielkosci M, T, sa analogiczne.
Przez Q,,0,,0;.,...,0, 0znaczamy wirtualne katy obrotu wegzlow oraz niezalezne przechyty

ramy (wybrane katy obrotu cigciw), zgodnie z przyjetymi wigzami nie$cisliwosci. Wirtualne
przemieszczenia i katy obrotu koncow K-preta zaleza liniowo od tych wielko$ci
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Pk :Z‘i Bud;, W :Zl Agd;, Uy :Z;CquJ' > (6)
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formuty dotyczace prawego konca preta sa analogiczne. Wspotczynniki *BKj,...,CKJ- mozna

generowaé na podstawie danych do typowego programu MES; odpowiedni program



opracowal dr K.Hetmanski. W mniej ztozonych zadaniach wspétczynniki te tatwo tworzy¢
procedura genmatrix systemu MAPLE, na podstawie wezytanej do programu postaci ukladu
rownan (6).

Podstawienie rozktadow (6) do réwnania réwnowagi dynamicznej (3) i wykorzystanie

R ——

do s réwnan rownowagi dynamicznej postaci
;(*MK*BKJ-+MK*BKJ-*+*TK*AKJ-+TK*AKJ-*—UKCK]-):QJ-, =108 )

Q; jest zastgpczym obciazeniem; formulg analityczng na Q; podano w [7]. Podkreslmy, ze
powyzszy uktad rownan algebraicznych jest informacja otrzymana z rbwnania wariacyjnego
(1) przy ograniczeniu klasy przemieszczen wirtualnych do takich, ktore s generowane przez
obciagzenia skupione w weztach. Réwnanie (7) mozna tatwo zapisa¢ w notacji macierzowej,
co jednak zaciemnia jego sens.

Rownania rownowagi (7) uzupelnimy o zwiazki konstytutywne. W tym celu do formut (5)
wstawiamy postac¢ ugigcia K-tego preta

Wy (é:):*WK *p(lK,§)+ WK* p*(ﬂ“K aé)"' IK*(pK*a)(iK s‘f)"' IK(PK*CO*(AK»GZ)J"WOK (é:) (®

gdzie WOK(f) oznacza ugigcie wywolane obciazeniem przgstowym, mierzone w schemacie
geometrycznie wyznaczalnym (czyli takim, w ktorym wymusza si¢ q=0). Ugigcie to spetnia
warunki utwierdzenia na obu koncach preta. Zatem prawa strona tozsamosci

" £, =—(°?'WK° j|;+('f' w'&j|g ©)

zeruje si¢. Oznacza to, ze zwiazki konstytutywne bgda jednorodne; obciazenie przgstowe nie
ma wptywu na ich postac:

EJ,

*

My = [aK*¢K+ﬂK¢}*(+'9K(*WK/IK)_5K(WK*/IK)]

le

=

(I

Formuly na wielkos$ci dotyczace prawego konca sg analogiczne. Na podstawie (5) jest

*

Ty [LQK*(DK + 0P + 7 (W /IK)_gK(WK*/IK)] (10)

oy :[*a),*w],(, ale wobec tozsamosci (9), prawdziwej dla f =wl="ew, mamy:

ay = ;;(ﬂK ,0). W taki sposob pojawia si¢ funkcja a(.) taka, ze o = a(/lK). Analogicznie
definiujemy wszystkie wspolczynniki wystepujace w (10)- jako wartosci funkcji:
B ) I ) 8(A ), 6(A ), 7(A4 ); funkcje te oznaczono tutaj tak jak w znanej ksiazce
Blaszkowiaka i Kaczkowskiego; nie bedziemy wigc podawali ich definicji.

Zdefiniujmy macierze diagonalne o wymiarach exe



B3 B , _gianq) Edk (5 ¥
D, = dlag{(IK)m UK}’ n=a,p..e; D, = dlag{(IK)3 (A) } (11)

gdzie m=1, gdy n=a,f; m=2, gdy n=39,0; m=3, gdy n=y,¢s. Zdefiniujmy macierze
jednokolumnowe "¢ = CO|(*¢)],...,* we), "w= COI(*WI,...,* We), u=col(u,.,..,u,) ; macierze
dotyczace prawego konca tworzymy analogicznie. Podobnie definiujemy kolumny sit

wewnetrznych "M ,..., T, U. Zwiazki konstytutywne (10) zapisujemy w postaci

'M=D,¢+D,0 +D,/ w-D,w M =D, ¢+D,¢ +D;w-D,w (12)
‘T=D,¢+D;¢"+D, w-Dw T =-D;¢-Dyp -D, w+D w",
U=D,u .

Sity wewngtrzne mozna wyrazi¢ za pomoca niewiadomych (d,,...,0;) = q , po wykorzystaniu

zwiazkow (6) prawdziwych takze w odniesieniu do wielkos$ci szukanych. Podstawienie tych
zwiazkow do réwnan rownowagi dynamicznej (7) daje uktad rownan Kq=Q z macierza

K=K, +K, ,
gdzie

K_="B' (DQ*B +D,B +D, A —DﬁA*)+ B (D ;B+D,B +D, A —DlgA")Jr

+ AT (D;B +D,B +D, A DEA*)+ A" (— D,B-D,B"-D, A+ DyA*)
(13)
K, =-C'D,C.

Sktadowe macierzy sztywnoSci zaleza od czgstosci wymuszenia €. W zadaniach
poszukiwania czgstosci drgan wlasnych poszukuje si¢ jeden =z parametrow
bezwymiarowych A, , np. 4, .

3. Drgania ram, w ktérych czes¢ pretow jest niewydluzalna

Przyjmujemy, ze prety o numerach L=e+1, ... , n , ulegajace odksztatceniom podtuznym, o
sztywno$ciach na wydtuzenie EA, , sa poddane obcigzeniom poprzecznemu, jak w p.2 oraz

podtuznemu, ktérego amplituda ma intensywnos¢ pL(é), &=x/1_. Wprowadzamy

bezwymiarowe charakterystyki o, = ILH(,uL /EA )1/2. Amplituda odksztatcenia podluznego

wynosi & = g[uL], gdzie g[f ] =df /dx lub g[f ] = l:/ I, . Amplitudy sit podtuznych wynosza
N, = EALg[uL]. Roéwnanie rownowagi dynamicznej ma postac



n L n e n I n e
> [Neft Jax+ Y [Mx[w Jax = Y [0 u, U dx+ Y [0 s W Wi dx+ YU Ty +

L=e+l o K=1¢ L=e+l ¢ K=1¢ K=1

n lK n IK (14)
> ,[ pudx+ >’ jqKV_VKdX
L=e+l o K=1¢

gdzie U ,W,_,U.,W, przebiegaja wszystkie deformacje kinematycznie dopuszczalne.

Przyjmijmy te pola jako stowarzyszone z obciazeniami skupionymi w weztach, w postaci (2)
oraz

UL(é):* u 9(“K¢§)+UL '9*(0‘}(35), (15)

gdzie *19(05 ,§) = sin(a(l - ef))/sina , 19*(05 ,ef): sin(af)/ sina speilniajg réwnanie

e a’f =0. Jesli pewna funkcja f spehia to rownanie, to {f,g}L =(1: g)|}) , gdzie {f,g}L

jest forma dwuliniowa:
1

(r.a) - To-rrafe (16)

0
Sity wewngtrzne wyrazaja si¢ wzorami
. E . « E .
N, :I—AL{uL, e ). N, :I—AL{uL,g ()}, (17)
L L
Podstawienie (15), (2) do (14) daje algebraiczne rownanie rownowagi dynamicznej

n k. ok n * Py k¥ %, Py k___ ok € —_— -
(N O +N_ T )+Z( My o + My o + Tie Wy + Ty Wy )-Z Ut =L, (18)
K=1 K=1

L=e+1
gdzie EZ jest praca wirtualna wszystkich obciazen, por.[7]. Zwiazki (6)1’2 dotycza pretow o
numerach K=1,..., n ; zwiazki (6)3 dotycza K=1,...,e oraz
S * S *
u = C,q; u =2 Cy qj, L=e+1,..,n (19)
=l j=1
Podstawienie powyzszych zwiazkoéw daje s rownan rownowagi dynamicznej

n * * n [, * * ko * * * i
Z( N, CLj+NLCLj )+KZ—:1( My BKj+MK BKj + Ty AKj+TK AKj )_KZ—:1 UKCKj :Qj (20

L=e+1
pomijamy tu formulg okreslajaca zastepcze obcigzenie Q;. Podobnie jak w p.2 dowodzi sig,
ze zwiazki konstytutywne sa jednorodne, niezaleznie od postaci obciazenia p, (§ ):

N_= ITAL (”L*UL +p|_Ui) , N = A (pL*uL"—”Lui) 21

L IL

*




wspolczynniki wystepujace powyzej wynosza

o= {Sa ) Sla )l o= ) 8 @), (22)

Z uwagi na rownos¢: {*S(aL,.),*S(aL,.)}L=(*:9*19j|t jest: 7, =—"9(e,,0). Podobnie

dowodzi si¢: p, = He,,l). Moina zapisac: 1z =zxla ), p =pla), gdzie
7[(0!)2 actga, p(a) =—qa/sina. Zdefiniuyjmy macierze diagonalne o wymiarach

(n—e)x(n—e)
A, = diag{ElAL ﬂL}, A, = diag{ElAL pL} (23)

L L

Przypomnijmy, ze macierze D,, n=a,f,9,0,¢,y maja jednakowe wymiary nxn a

macierz D, jest exe. Macierz sztywnoSci ma rozklad: K=K, +K_+K, ,

u

gdzie K, 1 K, podano formutami (13) a macierz K, jest dana wzorem

K,='C'(a, c+A,C)C(a, CraC) (24)
Zauwazmy, ze w MES nie ujawnia sig takiego rozktadu macierzy sztywnoSci.

W tej pracy nie podano przyktadow. Osoby zainteresowane konkretnymi przyktadami
wraz z arkuszami obliczeniowymi w jezyku Maple proszone sa o bezposredni kontakt z
autorem: T.Lewinski@il.pw.edu.pl .

4. Uwagi koncowe

Chtodny formalizm podanego wyprowadzenia réwnan drgan harmonicznych ram plaskich
kontrastuje z prostota algorytmu obliczeniowego i niezwykla prostota otrzymywania
wynikoéw. Latwe jest znajdowanie czgstosci drgan wilasnych. Powyzsze ujecie zachowuje
wszystkie zalety MES. W szczego6lno$ci rownania (iii, p.1) okreslaja wspotczynniki rownan
(i, p.-1), co jest nazywane niekiedy w mechanice budowli twierdzeniem Bleicha.
Przedstawiona metoda nie jest tozsama z MES, gdyz nie narzuca sig, ze rozwigzanie zadania
jest postaci (2), (15). Metoda ta, w przeciwienstwie do MES, jest §cista w ramach teorii
pretow. Ponadto ujgcie to nie wprowadza pojgcia macierzy sztywnosci elementu, dzigki
czemu algorytm upraszcza si¢ tak, ze moze by¢ polecany do dydaktyki. W praktyce
dydaktycznej metody przemieszczen wprowadza si¢ kilka schematow pretow: obustronnie
utwierdzony, utwierdzony i swobodnie podparty, obustronnie swobodnie podparty oraz
wspornik, co zezwala na redukcjg liczby niewiadomych. Taka redukcja jest tez mozliwa w
ujeciu tu przedstawianym, por. [7, p.25.6], co jednak komplikuje wyktad. Przedstawiona
metoda nie jest zwigzana z zadnym programem komputerowym; niemniej jednak programy
obliczen symbolicznych czynia ja atrakcyjng dydaktycznie, zdejmujac z uzytkownik trud
tworzenia rownan macierzowych i wykonujac do konca, analitycznie, konstrukcje¢ macierzy
sztywnosci.
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HARMONIC VIBRATIONS OF PLANE FRAMES.
A NEW APPROACH TO TEACHING

Summary

The paper is aimed at providing the teachers of mechanics of structures with a natural
method of solving problems of linear harmonic vibrations of frames and grillages (in general
— spatial frames) made of thin straight elastic bars. The derivation of the matrix equations
considered here, for the static case, were published in the present author’s paper [6]. The idea
lay in basing the lectures on the virtual work equation and taking the test displacements as
those associated with the loading concentrated in nodes. In the case of harmonic
deformations a similar choice of test amplitudes of displacements can be applied thus
resulting in the set of the matrix equations responsible for: equations of motion, relations
between generalized internal forces and pseudo-deformations and relations between the latter
and the generalized displacements. This set of equations can be easy formed and solved,
almost automatically, with using any symbolic computation package. Let us note that no
approximations are necessary, as holds in the FEM, where also the unknown fields are
represented in an approximate form. Thus the method is simultaneously theoretically correct,
comprehensible, capable of taking into account inextensibility constraints and very friendly
for beginners. The method paves also the way to practical FEM-aided computations of
complex structures.



